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1.3 微分形式与外微分

1.3.1 微分

在欧氏空间 Rn 中, 我们在学过偏导数之后学习了微分 df = ∂f
∂xk

dxk. 在
之前的小节中, 我们完成了流形上求偏导的推广, 接下来我们尝试着把微分
也推广到流形上.

给定一个流形上的光滑函数 f : M → R, 用同之前一样自然的想法, 我
们猜想是否可以将微分定义成

df |Uα :=
n∑

k=1

∂

∂xkα
(f ◦ ϕ−1

α )dxkα. (1.42)

与之前相同, 我们需要验证这样的定义是否合理, 即定义是否与坐标卡
的选取有关. 我们选定 m ∈ Uα ∩ Uβ, 因为对 1 ≤ l ≤ n,

xlβ = ϕl
βα(x

1
α, · · · , xnα). (1.43)

由欧氏空间中多元微积分的换元公式, 我们可以得到

(
dx1β, · · · , dxnβ

)
=
(
dx1α, · · · , dxnα

)(∂ϕl
βα

∂xkα
(ϕα(x))

)
(k,l)

. (1.44)

由 (1.22) 与 (1.44), 我们可以得到

n∑
k=1

∂

∂xkα
(f ◦ ϕ−1

α )dxkα =
(
dx1α, · · · , dxnα

)
∂

∂x1
α...

∂
∂xn

α

 (f ◦ ϕ−1
α )(ϕα(m))

=
(
dx1β, · · · , dxnβ

)(∂ϕl
βα

∂xkα
(x)

)−1

(k,l)

(
∂ϕl

βα

∂xkα
(x)

)
(k,l)


∂

∂x1
β...

∂
∂xn

β

 (f ◦ ϕ−1
β )(ϕβα(ϕα(m)))

=
(
dx1β, · · · , dxnβ

)


∂
∂x1

β...
∂

∂xn
β

 (f ◦ ϕ−1
β )(ϕβ(m)) =

n∑
k=1

∂

∂xkβ
(f ◦ ϕ−1

β )dxkβ.

(1.45)
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我们惊奇的发现, 我们的定义与坐标卡的选取无关, 也就是说我们这样
推广是合理的推广 (和切向量不一样！). 和之前一样, 我们所定义的全微分
也是定义在一片一片坐标卡上的. 像对待向量场一样, 我们也要问：拼起来
的微分到底是什么东西呢？微分可以看作什么样的大空间中的一个元素呢？

采用和切向量丛中相同的方法, 我们依然通过定义一个等价关系来构
造这个空间. 我们现在看看我们需要的是一个什么样子的等价关系。我们需
要在商掉这个等价关系后, 可以将不同坐标卡之间的变换视作同一个东西.
所以我们先定义一个一般的 df , 查看它应该满足什么样的条件.
设 df |Uα =

n∑
k=1

bαkdx
k
α, 则

df |Uα∩Uβ
=
(
dx1α, · · · , dxnα

)
bα1
...
bαn



=
(
dx1β, · · · , dxnβ

)(∂ϕl
βα

∂xkα
(x)

)−1

(k,l)


bα1
...
bαn

 .

df |Uα∩Uβ
=
(
dx1β, · · · , dxnβ

)
bβ1
...
bβn

 .

(1.46)

为了保证上面两个式子相等，我们得了系数向量应该满足的条件：

(
bβ1 , · · · , bβn

)
= (bα1 , · · · , bαn)

(∂ϕl
βα

∂xkα
(m)

)−1

(k,l)

T

. (1.47)

定义 1.3.1. 我们定义
⊔
α

(Uα × Rn) 的关系 ” ∼ ” 为

(x, (bα1 , · · · , bαn)) ∈ Uα × Rn ∼
(
y, (bβ1 , · · · , bβn)

)
∈ Uβ × Rn (1.48)

当且仅当 x = y 且(1.47)成立. 我们可以验证 ” ∼ ” 是一个等价关系. 同时定
义 T ∗M :=

⊔
α

(Uα × Rn) / ∼, 称为 M 的余切丛.
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设 π′ : T ∗M → M, (x, v) 7→ x 为投影映射. 则由上述定义，π′ 是合理

定义的. 与 TM 同理我们可以证明 T ∗M 也是光滑流形. 记

C∞(M,T ∗M) = {s :M → T ∗M为光滑映射|π′ ◦ s = IdM}. (1.49)

所以我们可以得到 df ∈ C∞(M,T ∗M). 注意到对 ∀s ∈ C∞(M,T ∗M), 在任

意坐标卡 Uα 上, 都存在 bα1 , · · · , bαn ∈ C∞(ϕα(Uα)), 使得

s|Uα =
n∑

k=1

bαkdx
k
α. (1.50)

但是与上一节命题 1.2.4不同的是,此陈述反过来不一定成立,即 ∀s ∈ C∞(M,T ∗M),
不一定存在 f ∈ C∞(M) 使得 s = df .
回忆一下微分的定义, 类似于向量场我们已经可以将其看成一个线性

映射

d : C∞(M)→ C∞(M,T ∗M) (1.51)

我们能否更进一步, 对于 s ∈ C∞(M,T ∗M), 继续定义 s 的全微分呢？对

s|Uα =
n∑

k=1

bαk (x)dx
k
α, (1.52)

我们能否定义：

ds|Uα =
n∑

l=1

n∑
k=1

(
∂

∂xlα
bαk (x)

)
dxlαdx

k
α? (1.53)

这里有两个问题, 一个是 dxlαdx
k
α 是什么？另一个是我们的定义是否不

依赖于坐标卡的选取？我们在讨论曲面的基本形式时也遇到过这个问题，现

在我们较严格地讨论一下这件事情。我们引入张量（tensor）的语言.

1.3.2 张量

上一节中, 出现过记号 dxidxj, 从形式上看, 这是 dxi 与 dxj 的乘积, 但
我们没有定义过此类乘积. 看样子笛卡尔积或许可以作为一个候选对象。

我们猜想上一节(1.53)中的 dxidxj 可能是笛卡尔积 T ∗
xM × T ∗

xM 中的

元素。但(1.53)中 ds 应该是关于 dxidxj 线性的 (因为有求和)，对于两个有



1.3. 微分形式与外微分 27

限维向量空间 V,W , 我们是否可以定义一个线性映射 f : V ×W → R? 换
句话说对 ∀v1 6= v2 ∈ V, ∀w1 6= w2 ∈ W , 是否有 f(a(v1, w1)) = af((v1, w1)),
a ∈ F , f((v1, w1) + (v2, w2)) = f((v1, w1)) + f((v2, w2))?

这里又有额外的两个问题：(v1, w1) + (v2, w2) ∈ V ×W? 如何定义数乘
使得 a(v1, w1) ∈ V ×W? 如果满足这两个条件，V ×W 本身就成为了一个
向量空间。但一般来说，虽然我们可以强行定义 V ×W 上的线性结构 (比
如把 V ×W 等同于 V ⊕W )，但此时 f 并不是线性的。退而求其次的想法

是重新构造一个和 V ×W 相关的向量空间，使得在这个新的向量空间上 f

是线性的.
下面我们在任意双线性 f 在扩张后线性的目标指引下将 V ×W 扩张成

一个向量空间. 设 {e1, e2, · · · , en}, {s1, s2, · · · , sm} 分别是 V , W 的一组基,
其中 n, m分别为 V 与W 的维数. ∀1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, (ei, sj) ∈ V ×W ,
我们定义由 {(ei, sj)|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} 作为一组基生成的向量空间
为 V 和 W 的张量积, 记为 V ⊗W . 作为 V ⊗W 的元素, (ei, sj) 通常记为
ei ⊗ sj, 而且满足对 ∀a ∈ R,

(aei)⊗ sj = ei ⊗ (asj) = a(ei ⊗ sj). (1.54)

换句话说我们有

V ⊗W :=

{
n∑

i=1

m∑
j=1

aijei ⊗ sj|aij ∈ R

}
. (1.55)

按照定义 V ⊗W 显然是一个向量空间.
我们回忆一下前面提到的 Einstein 求和约定: 当指标 i, j, k, l, · · · , 上

下各出现一次时表示对这个指标求和。例如上面的
∑n

i=1

∑m
j=1 a

ijei ⊗ sj 就
可记为 aijei ⊗ sj.

到此我们已经定义了一个张量积, 这个定义是否合理? 他看起来依赖基
的选取, 而我们希望两个空间 V , W 生成的另一个空间的定义能够脱离基

的选择. 也就是说, 我们希望, 如果取 V 和 W 另外的两组基, (1.55) 定义出
的向量空间 V ⊗W 还是原来的空间. 事实上, 我们上面的定义满足这一性
质.

取 V , W 的另一组基 {e′1, e′2, · · · , e′n}, {s′1, s′2, · · · , s′m}, 则有线性表示:

e′i = cki ek, s
′
j = bljsl, (1.56)
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此时

e′i ⊗ s′j = cki b
l
jek ⊗ sl ∈ V ⊗W, (1.57)

这样一来, 对 ∀a′ij ∈ F, 有 a′ije′i ⊗ s′j = a′ijcki b
l
jek ⊗ sl ∈ V ⊗W .

记 V ⊗′ W = {a′ije′i ⊗ s′j|a′ij ∈ R}, 则有 V ⊗′ W ⊂ V ⊗W . 反过来, 用
{e′1, e′2, · · · , e′n}, {s′1, s′2, · · · , s′m} 表示 ei, sj, 可得 V ⊗W ⊂ V ⊗′W . 从而有
V ⊗W = V ⊗′ W , 这样我们已说明了式 (1.55) 对张量空间的定义不依赖于
基的选择.

习题 1.3.2. 验证 (U ⊗ V )⊗W = U ⊗ (V ⊗W ).

1.3.3 外代数与外微分

我们在前面一直试图求 C∞(M,T ∗M)上的微分,对 ∀s ∈ C∞(M,T ∗M),
s|Uα = bαkdx

k
α, 我们先试着定义一种微分:

ds|Uα :=

(
∂

∂xlα
bαk

)
dxlα ⊗ dxkα, (1.58)

其中 dxlα ⊗ dxkα ∈ T ∗
xM ⊗ T ∗

xM . 这个定义满足我们需要的线性性质。接下
来我们要验证这个定义是否与坐标卡无关, 因为只有这样, 上述定义才能是
好的.

简记 Φ =
(

∂ϕl
βα

∂xk
α

)
(k,l)
为 Jacobi 矩阵, 记

Φl
k =

∂ϕl
βα

∂xkα
. (1.59)

则由(1.22)，

∂

∂xkα
= Φl

k

∂

∂xlβ
. (1.60)

设 Φ̃ := Φ−1. 记 Φ̃m
s 为矩阵 Φ̃ 的的 (s,m) 位置上的元素. 故

Φ̃m
l Φ

l
k = Φl

kΦ̃
m
l = δmk . (1.61)
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对 (1.60) 两边同乘 Φ̃k
s , 并对 k 求和，由 (1.61), 有

Φ̃k
s

∂

∂xkα
= Φ̃k

sΦ
l
k

∂

∂xlβ
= δls

∂

∂xlβ
. (1.62)

所以

∂

∂xlβ
= Φ̃k

l

∂

∂xkα
. (1.63)

由(1.47),

bβk = Φ̃l
kb

α
l . (1.64)

由(1.44),

dxlβ = Φl
qdx

q
α. (1.65)

用上述记号与式 (1.58) 中 ds 的定义, 我们得到 ds 在另一个坐标卡 Uβ

上的表示

∂

∂xlβ
(bβk(x))dx

l
β ⊗ dxkβ = Φ̃m

l

∂(Φ̃t
kb

α
t )

∂xmα
Φl

qΦ
k
pdx

q
α ⊗ dxpα

=Φl
qΦ̃

m
l Φ

k
pΦ̃

t
k

∂bαt
∂xmα

dxqα ⊗ dxpα + Φl
qΦ̃

m
l Φ

k
p

∂Φ̃t
k

∂xmα
bαt dx

q
α ⊗ dxpα

=δmq δ
t
p

∂bαt
∂xmα

dxqα ⊗ dxpα + δmq Φ
k
p

∂Φ̃t
k

∂xmα
bαt dx

q
α ⊗ dxpα

=
∂bαt
∂xmα

dxmα ⊗ dxtα − bαt Φ̃t
k

∂2ϕk
βα

∂xpα∂xmα
dxmα ⊗ dxpα,

(1.66)

最后一个等号是因为

Φk
p

∂Φ̃t
k

∂xαm
=
∂(ΦΦ−1)tp
∂xαm

−
∂Φk

p

∂xαm
Φ̃t

k = −
∂2ϕk

βα

∂xαp∂x
α
m

Φ̃t
k. (1.67)

由于式 (1.66)中最后一个等号后面的 bαt Φ
kt ∂2ϕk

βα

∂xp
α∂xm

α
dxmα ⊗dxpα 6= 0, (1.58)

式是与坐标卡选取有关的。

我们将 ⊗ 替换为其他算子, 使其为 0.
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由于 ∂2ϕ
∂xp∂xm = ∂2ϕ

∂xm∂xp . 那么有

∂2ϕ

∂xp∂xm
(dxpα ⊗ dxmα − dxmα ⊗ dxpα)

=
∂2ϕ

∂xp∂xm
dxpα ⊗ dxmα −

∂2ϕ

∂xm∂xp
dxmα ⊗ dxpα = 0. (1.68)

注意, 此式中的 p, m 为 Einstein 求和记号, 并无特殊含义, 我们将这种没有
特别含义记号称作哑符号.

如果我们定义

ds|Uα :=
1

2

∂bαk (x)

∂xlα
(dxlα ⊗ dxkα − dxkα ⊗ dxlα), (1.69)

式 (1.66) 中的 bαt Φ
kt ∂2ϕk

βα

∂xp
αxm

α
dxmα ⊗ dxpα 对应的一项便可以为 0, 此时 ds 的定

义不依赖于坐标卡 Uα 的选取. 由上面的想法, 我们给出外积的定义.

定义 1.3.3 (外积). 若 v, w ∈ V 我们定义 v 与 w 的外积为

v ∧ w :=
1

2
(v ⊗ w − w ⊗ v). (1.70)

所有外积张成的空间为

Λ2V := {aijei ∧ ej|aij ∈ R}. (1.71)

其中 {e1, · · · , en} 是 V 中的一组基。显然 Λ2V 的定义不依赖于基的选

取。

现在我们用外积 ∧ 替换式 (1.58) 中的 ⊗, 我们得到 ds 的整体定义

ds|Uα :=
∂bαk (x)

∂xlα
dxlα ∧ dxkα. (1.72)

至此, 我们已经将全微分推广到了 C∞(M,T ∗M) 上.
大家请注意：由于 ei ∧ ei = 0, ei ∧ ej = −ej ∧ ei, 所以 Λ2V 的基为

{ei ∧ ej, 1 ≤ i < j ≤ n}, dimR Λ
2V = n(n−1)

2
.

自然地, 我们会问, ds 的家在哪里? 也就是说 ds 将 C∞(M,T ∗M) 空间

映到了什么空间上?
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类似于前面我们对向量场和全微分做过的事情，我们看一下坐标变换

时会发生什么。将坐标卡 Uβ 换为 Uα 时, 对 i < j,

dxiβ ∧ dx
j
β = Φi

kdx
k
α ∧ Φj

l dx
l
α =

∑
k ̸=l

Φi
kΦ

j
l dx

k
α ∧ dxlα

=
∑
k<l

Φi
kΦ

j
l dx

k
α ∧ dxlα +

∑
l<k

Φi
kΦ

j
l dx

k
α ∧ dxlα

=
∑
k<l

Φi
kΦ

j
l dx

k
α ∧ dxlα +

∑
k<l

Φi
lΦ

j
kdx

l
α ∧ dxkα

=
∑
k<l

(Φi
kΦ

j
l − Φj

kΦ
i
l)dx

k
α ∧ dxlα. (1.73)

所以∑
i<j

aβijdx
i
β ∧ dx

j
β =

∑
i<j

aβij(
∑
k<l

(Φi
kΦ

j
l − Φj

kΦ
i
l)dx

k
α ∧ dxlα)

=
∑
k<l

(
∑
i<j

aβij(Φ
i
kΦ

j
l − Φj

kΦ
i
l))dx

k
α ∧ dxlα

=
∑
i<j

(
∑
k<l

aβkl(Φ
k
iΦ

l
j − Φl

iΦ
k
j ))dx

i
α ∧ dxjα. (1.74)

定义 1.3.4. 定义 tα(Uα × R
n(n−1)

2 ) 上的等价关系 ‘∼’ 为

(x, {aαij, 1 ≤ i < j ≤ n}) ∼ (y, {aβij, 1 ≤ i < j ≤ n})

⇔ x = y, 且aαij =
∑
k<l

aβkl(Φ
k
iΦ

l
j − Φl

iΦ
k
j ). (1.75)

记 Λ2T ∗M := tα(Uα × R
n(n−1)

2 )/ ∼.

到这里 ds 的象空间就构造完成了,

ds ∈ C∞(M,Λ2T ∗M).

问题：我们是否可以对 C∞(M,Λ2T ∗M) 中的元素继续做微分？

我们需要定义 k个向量的外积. 也就是说,定义 v1∧v2∧· · ·∧vk, v1, · · · , vk ∈
V .

我们希望外积满足分配律, 即

(u ∧ v) ∧ w = u ∧ v ∧ w = u ∧ (v ∧ w).
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我们还知道 w ∧ v = −v ∧ w, 也就是说交换向量的位置, 外积的结果要
加一个负号, 自然的一个想法是:

u ∧ v ∧ w = −v ∧ u ∧ w = −u ∧ w ∧ v = w ∧ u ∧ v.

设 Sn 为 n 阶置换阵, 对 σ ∈ Sn, 定义 sgn(σ),

sgn(σ) =

 1, σ为偶置换,

−1, σ为奇置换.
(1.76)

定义三个向量的外积:

v1 ∧ v2 ∧ v3 :=
1

|S3|
∑
σ∈S3

sgn(σ)vσ(1) ⊗ vσ(2) ⊗ vσ(3), vi ∈ V

=
1

6

(
v1 ⊗ v2 ⊗ v3 − v1 ⊗ v3 ⊗ v2 − v2 ⊗ v1 ⊗ v3 + v2 ⊗ v3 ⊗ v1

)
.

(1.77)

自然推广到 k 个向量的外积:

v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vk :=
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ)vσ(1) ⊗ vσ(2) ⊗ · · · ⊗ vσ(k). (1.78)

k 次外积张成的空间

ΛkV := {ai1i2···ikei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eik |ai1i2···ik ∈ R}. (1.79)

注:

• ΛkV 的定义不依赖于基的选取;

• 对 ∀v1, v2, · · · , vk ∈ V , 都有 v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vk ∈ ΛkV ;

• k > n 时, ΛkV = 0;

• ΛkV 的一组基为 {ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eik |1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n}; 也
就是说 dimRΛ

kV = Ck
n, 特别地, dimRΛ

nV = 1.

对 ξ ∈ ΛkV, η ∈ ΛlV , ξ与 η的外积满足 ξ∧η ∈ Λk+lV ,对 ∀ξ1, ξ2 ∈ ΛkV ,
η1, η2 ∈ ΛlV , ζ ∈ ΛsV , 以下性质成立:
1. 分配律: (ξ1 + ξ2) ∧ η = ξ1 ∧ η + ξ2 ∧ η, ξ ∧ (η1 + η2) = ξ ∧ η1 + ξ ∧ η2;
2. 反交换律: ξ ∧ η = (−1)klη ∧ ξ;
3. 结合律: (ξ ∧ η) ∧ ζ = ξ ∧ (η ∧ ζ).
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定义 1.3.5 (外代数). 令 Λ∗V :=
n
⊕
k=0

ΛkV , 特别地, Λ0V := F, Λ1V := V . 则
外积 ∧ 定义了 Λ∗V 的一个代数结构, 称为外代数.

定义 1.3.6 (张量代数). 先定义 T rV := V ⊗ · · · ⊗ V , 特别地, T 0(V ) = F,
T 1(V ) = V . 则 T (V ) =

n
⊕
r=0

T rV 也是一个代数, 称为张量代数.

仿照 d : C∞(M,T ∗M) → C∞(M,Λ2T ∗M), 我们可以定义 Λ3T ∗M , 直
到 ΛnT ∗M9, 从而定义 d : C∞(M,ΛkT ∗M)→ C∞(M,Λk+1T ∗M).

定义 1.3.7 (外微分). 简记 Ωk(M) := C∞(M,ΛkT ∗M),对 α ∈ Ωk(M),局部
上 α = ai1i2···ikdx

i1∧dxi2∧· · ·∧dxik ,我们定义外微分 d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

dα := (
∂ai1i2···ik
∂xj

)dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik , (1.80)

其中 d 称为外微分10 (exterior differential), α 称为微分形式 (differential
form).

习题 1.3.8. ΛnT ∗M 的转移函数恰为 T ∗M 的转移矩阵的行列式，即

dx1β ∧ · · · ∧ dxnβ = det
(
∂ϕl

βα

∂xkα
(ϕα(x))

)
(k,l)

· dx1α ∧ · · · ∧ dxnα. (1.81)

回忆：若一流形 M = R3 为三维欧式空间, 现有光滑函数 f : R3 →
R, f ∈ C∞(R3), 可看做 R3 上的 0-形式, 其 1-形式为

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz ∈ Ω1(R3),

或者 S ∈ Ω1(R3), S = Adx+Bdy +Cdz, A,B,C ∈ C∞(R3), 继续做外微分
d, 得到其 2-形式为

ds = (
∂C

∂y
− ∂B

∂z
)dy ∧ dz + (

∂A

∂z
− ∂C

∂x
)dz ∧ dx+ (

∂B

∂x
− ∂A

∂y
)dx ∧ dy.

9对 k ≥ 2, 依照粘接方法定义过于复杂，我们在节后注记中给出，在后续课程中我们会
学到从另一个角度得到的更加形式化的定义。

10(1.80) 定义的合理性将在后续课程中用其它方式得到。
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标准的 2-形式为

S = Ady ∧ dz +Bdz ∧ dx+ Cdx ∧ dy,A,B,C ∈ C∞(R3),

继续用外微分得到 3-形式

dS = (
∂A

∂x
+
∂B

∂y
+
∂C

∂z
)dx ∧ dy ∧ dz.

在场论中, 有一些标准记号. 梯度

grad f = (
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
),

这样一来, df 便为 grad f 与 (dx, dy, dz) 的内积. 若 X = (A,B,C), 则旋度
为

curl X = (
∂C

∂y
− ∂B

∂z
,
∂A

∂z
− ∂C

∂x
,
∂B

∂x
− ∂A

∂y
).

S ∈ Ω2(M), 那么 S 便为 curl X 与 (dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy) 的内积. 散度

div X =
∂A

∂x
+
∂B

∂y
+
∂C

∂z
,

那么 3-形式 dS = div X · dx ∧ dy ∧ dz.
场论中有两个重要的公式: curl(gradf) = 0 与 div(curlX) = 0, 分别由

d2f = 0 与 d2S = 0 得到.

命题 1.3.9. 如下定义的映射 TM × T ∗M → R：〈
x = ak

∂

∂xk
, s = bldx

l

〉
:=

n∑
k=1

akbk. (1.82)

是合理，双线性且非退化的. 这里的非退化是指：1，若对 ∀s 6= 0, 都有
〈x, s〉 = 0，则 x = 0；2，若对 ∀x 6= 0, 都有 〈x, s〉 = 0，则 s = 0.

证明. 双线性性非退化性是显然的。我们只需证明该映射的定义不依赖于
坐标卡的选取:〈

akβ
∂

∂xβk
, bβl dx

l
β

〉
= akβb

β
k = asαΦ

k
sb

α
l Φ̃

l
k = asαb

α
l δ

l
s =

〈
akα

∂

∂xαk
, bαl dx

l
α

〉
.

(1.83)
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由于这个性质, T ∗M 又叫 TM 的对偶丛.
设 V,W 为向量空间, 那么

(V ⊗W )∗ = V ∗ ⊗W ∗. (1.84)

证明. 对 ∀v, v′ ∈ V,w,w′ ∈ W ,定义 v∗⊗w∗(v′⊗w′) = v∗(v′)·w∗(w′) ∈ F,则
v∗⊗w∗为 V ⊗W 在对偶空间中,即 v∗⊗w∗ ∈ (V ⊗W )∗,从而 V ∗⊗W ∗ ⊂ (V ⊗
W )∗. 由 V ∗⊗W ∗ 与 (V ⊗W )∗ 的维数相等,得到 V ∗⊗W ∗ = (V ⊗W )∗.

由式 (1.84), 可以进一步探索外微分和向量场之间的作用. 对一个 k-形
式 α ∈ Ωk(M), 与向量场 X1, X2, · · · , Xk, 可定义

α(X1, X2, · · · , Xk) ∈ R,

定义的具体形式, 请同学自行写出.
对两个 k-形式 α, β ∈ Ωk(M),若对 ∀X1, X2, · · · , Xk,有 α(X1, X2, · · · , Xk) =

β(X1, X2, · · · , Xk), 由定义, 显然有 α = β, 故整体上可用 α 在向量场上的

值来研究微分形式.

命题 1.3.10. 1. 对 ∀α ∈ Ω∗(M) :=
n
⊕
k=0

Ωk(M), 有 d2α = 0;

2. 对 ∀φ ∈ C∞(M), 有 〈dφ, U〉 = U(φ);

3. 对 ∀α ∈ Ωk(M), β ∈ Ωl(M), 有 d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ.

证明. (1) 首先证明 α ∈ Ω0(M), 也即光滑函数时的情况, 对 f ∈ C∞(M),
df = ∂f

∂xi
dxi,

d(df) =
∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi

=
∑
j<i

∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi +

∑
i<j

∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi

=
∑
j<i

∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi −

∑
j<i

∂2f

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi

=0.
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若 α ∈ Ωk(M), 由式 (1.80),

d2α := d2(ai1i2···ik)dx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik = 0.

(2) 〈dφ, u〉 = 〈 ∂φ
∂xi
dxi, U i ∂

∂xi
〉 = U i ∂φ

∂xi
= U(φ).

(3) 假设 α = αIdx
I , β = βJdx

J , I = {i1, i2, · · · , ik}, J = {j1, j2, · · · , jl}, 则
有

d(α ∧ β) =βJdαI ∧ dxI ∧ dxJ + αIdβJ ∧ dxI ∧ dxJ

=(dαI ∧ dxI) ∧ βJdxJ + (−1)kαIdx
I ∧ dβJ ∧ dxJ

=dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ.

———————————————————————————————
注记11：我们用 Einstein 求和符号将 (1.74) 式推广到 r-次外形式。由 dxkβ =

Φk
l dx

l
α, 对 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n, 有

dxi1β ∧ · · · ∧ dx
ir
β = Φi1

j1
· · ·Φir

jr
dxj1α ∧ · · · ∧ dxjrα

=
∑

1≤k1<···<kr≤n

(∑
τ∈Sr

sgn(τ)Φi1
kτ(1)
· · ·Φir

kτ(r)

)
dxk1α ∧ · · · ∧ dxkrα (1.85)

所以，若∑
1≤i1<···<ir≤n

aβi1···irdx
i1
β ∧ · · · ∧ dx

ir
β =

∑
1≤i1<···<ir≤n

aαi1···irdx
i1
α ∧ · · · ∧ dxirα , (1.86)

交换指标 (i1, · · · , ir)↔ (k1, · · · , kr), 有∑
1≤i1<···<ir≤n

aβi1···irdx
i1
β ∧ · · · ∧ dx

ir
β

=
∑

1≤i1<···<ir≤n

aβi1···ir

 ∑
1≤k1<···<kr≤n

(∑
τ∈Sr

sgn(τ)Φi1
kτ(1)
· · ·Φir

kτ(r)

)
dxk1α ∧ · · · ∧ dxkrα


=

∑
1≤i1<···<ir≤n

 ∑
1≤k1<···<kr≤n

aβk1···kr

(∑
τ∈Sr

sgn(τ)Φk1
iτ(1)
· · ·Φkr

iτ(r)

) dxi1α∧· · ·∧dxirα ,

(1.87)

11这部分我们不做考察
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所以，

aαi1···ir =
∑

1≤k1<···<kr≤n

aβk1···kr

(∑
τ∈Sr

sgn(τ)Φk1
iτ(1)
· · ·Φkr

iτ(r)

)
. (1.88)

定义 1.3.11. 定义 tα(Uα × RCr
n) 上的等价关系 ‘∼’ 为

(x, {aαi1···ir , 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n}) ∼ (y, {aαj1···jr , 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n}) (1.89)

当且仅当 x = y 且满足 (1.88) 式。记 ΛrT ∗M := tα(Uα × RCk
n)/ ∼.


